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TD 1 : PROBABILITÉS ET MARTINGALES

EX. 1 Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoire telles que Xn „ N pµn, σnq avec µn P R et

σn P R`. Supposons que Xn
loi

ÝÝÝÑ
nÑ8

X.

(a) Montrer qu’il existe σ P r0,8q tel que σn
nÑ8
ÝÝÝÑ σ.

(astuce : fonction caractéristique).

(b) Montrer que la suite pµnqnPN est bornée (considérer la fonction fpxq “ e´|x|q.

(c) En déduire que µn converge vers un nombre réel µ.

(d) Conclure que X „ N pµ, σq.

(e) Montrer que s’ils existent µ P R et σ P r0,8q tels que σn
nÑ8
ÝÝÝÑ σ et µn

nÑ8
ÝÝÝÑ µ, alors

Xn
loi

ÝÝÝÑ
nÑ8

N pµ, σq.

EX. 2 (a) Soient X,Z deux variables aléatoires et soit fX,Zpx, zq la densité conjointe du vecteur
pX,Zq. Soit

fX|Zpx|zq :“

$

&

%

fX,Zpx,zq
fZpzq

si fZpzq ‰ 0

0 sinon
,

où fZpzq est la densité de Z. Soit h : RÑ R tel que E
“

|hpXq|
‰

ă 8. On définit

gpzq :“

ż

R
hpxqfX|Zpx|zqdx.

En utilisant la définition d’espérance conditionnelle montrer que gpZq
p.s.
“ E

“

hpXq
ˇ

ˇZ
‰

.

(b) Soient X1, . . . , Xn variables aléatoires indépendantes, Xi „ Λi, où Λi est une loi
donnée. Soit h : Rn Ñ R une fonction bornée. On définit

γhpxq :“ E
”

hpx,X2, . . . , Xnq

ı

.

En utilisant la définition d’espérance conditionnelle montrer que

γhpX1q
p.s.
“ E

”

hpX1, X2, . . . , Xnq
ˇ

ˇX1

ı

.

EX. 3 Soit X1, X2, ¨ ¨ ¨ une suite de variables aléatoires IID, Xi „ Λ, où Λ est une loi donnée. On
définit Sn :“ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn et Gn :“ σpSn, Sn`1, Sn`2, ¨ ¨ ¨ q.

(a) Gn est-t-elle une filtration ?

(b) Montrer que pour @ i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu on a que E
“

Xi

ˇ

ˇGn

‰

“ E
“

Xi

ˇ

ˇSn
‰

et en déduire que
E
“

Xi

ˇ

ˇGn

‰

“ E
“

X1

ˇ

ˇGn

‰

.

(c) En déduire que E
“

X1

ˇ

ˇGn

‰

“ 1
nSn.

EX. 4 (a) Supposons que T est un temps d’arrêt par rapport à la filtration Fn. Supposons qu’il
existe N P N et ε ą 0 tel que

@n P N, P
´

T ď n`N
ˇ

ˇFn

¯

ě ε, p.s.

Montrer par récurrence que pour tout k “ 1, 2, 3, . . . on a que P
`

T ą kNq ď p1 ´ εqk.
En déduire que E

“

T
‰

ă 8.
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(b) Soit pXnqnPN i.i.d. tel que

PpX1 “ 1q “ p, PpX1 “ ´1q “ q :“ 1´ p, p P p0, 1q.

Soient a, b P N, avec 0 ă a ă b et Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. On définit

Tpa,bq :“ inf
!

n P N : Sn “ ´a ou Sn “ b
)

.

Montrer que Tpa,bq est un temps d’arrêt pour la filtration Fn :“ σpX1, . . . , Xnq et qu’il
satisfait les hypothèses du point (a). En déduire que E

“

Tpa,bq
‰

ă 8.
(astuce : tXn`1 “ 1, . . . , Xn`b`a “ 1u X tTpa,bq ě nu Ď tTpa,bq ď n` b` au X tTpa,bq ě nu).

(c) Soit Mn :“
`

q
p

˘Sn et Nn “ Sn ´ npp ´ qq. Montrer que N “ pNnqnPN et M “ pMnqnPN

sont des martingales et en déduire E
”

STpa,bq

ı

et PpSTpa,bq
“ ´aq.

(astuce : considérer séparément les cas q “ p et q ‰ p).


