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TD 1 : PROBABILITES ET MARTINGALES

EX. 1 Soit (X, ).en une suite de variables aléatoire telles que X,, ~ N (un,0,) avec pu, € R et

on € Ry. Supposons que X, LIRSS

n—0o0
(a) Montrer qu'’il existe o € [0, o0) tel que o, 2% o
(astuce : fonction caractéristique).
(b) Montrer que la suite (1, ),cn est bornée (considérer la fonction f(z) = e~ *l).
(c) En déduire que p,, converge vers un nombre réel .
(d) Conclure que X ~ N (u,0).
(e) Montrer que s’ils existent u € R et o € [0, 00) tels que o, 229, o ety 2255 4, alors
loi
Xn m ./\/’(,u, O').
EX. 2(a) Soient X, Z deux variables aléatoires et soit fx z(x, z) la densité conjointe du vecteur
(X, Z). Soit

P sifa()#0

fX|Z(9C\Z) = )
0 sinon

ol fz(z) est la densité de Z. Soit i : R — R tel que E[|h(X)|] < c0. On définit

o) i= | o) fxzlalo)da,

En utilisant la définition d’espérance conditionnelle montrer que g(Z) = E[r(X)]| Z].

(b) Soient Xi,...,X, variables aléatoires indépendantes, X; ~ A;, ou A; est une loi
donnée. Soit h : R® — R une fonction bornée. On définit

V(@) = E[h(m,Xg,...,Xn)].
En utilisant la définition d’espérance conditionnelle montrer que
Ah(Xp) P E[h(Xl,Xg, LX) |X1].
Ex. 3 Soit X, X», - -+ une suite de variables aléatoires IID, X; ~ A, ol A est une loi donnée. On

déﬁnlt Sn = X1 + -+ Xn et gn = O'(Sn, Sn+1, SnJrQ, s )
(a) G, est-t-elle une filtration ?
(b) Montrer que pour Vi € {1,--- ,n} on a que E[X; |G| = E[X;|S,] et en déduire que

E[X;|Gn| = E[X1|Gn].
(¢) En déduire que E[ X1 |G, ]| = 15,.

n

EX. 4 (a) Supposons que 7" est un temps d’arrét par rapport a la filtration F,,. Supposons qu’il
existe N € Net e > 0 tel que

VneN, P<T<n+N|fn>>e,p.s.

Montrer par récurrence que pour tout k = 1,2,3,... onaque P(T > kN) < (1 — e)k.
En déduire que E[T']| < .
1



(b) Soit (X,,)pen i.i.d. tel que
PXi=1)=p, PXi=-1)=¢:=1-p, pe(01).
Soienta,be N,avec0 <a<betS, = X; +---+ X,. On définit
Tiap) = inf {n eN: S, =—a ou S5,= b}.

Montrer que T, est un temps d’arrét pour la filtration 7, := o(X1,..., X,) et qu’il

satisfait les hypothéses du point (a). En déduire que E[T(, ;| < 0.

(astuce : {Xons1=1,.... Xntbta =1} N {T(a,b) >n} c {T(a,b) <n+b+aln {T(a,b) = n})
(¢) Soit M,, := (%)S" et N, = S, — n(p — q). Montrer que N = (N,)nen €t M = (M,,)nen

sont des martingales et en déduire IE[ST(GM] et P(ST(M) = —a).

(astuce : considérer séparément les cas ¢ = p et g # p).



