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TD 2 : MOUVEMENT BROWNIEN

EX. 1 Montrer que B = (B;)>0 est un Mouvement Brownien si et seulement si B est un pro-
cessus Gaussien a trajectoires p.s. continues, espérance nulle et Cov(By, Bs) = min{s, t},
Vs,t=0.

EX. 2 Soit (B;)i=0 un Mouvement Brownien. Montrer que
(a) (%Bct)tzoy c> 07
(b) (Bt+c - Bc)tgo’ c>0,
(© (tB%)gO’
(d) (Blft - Bl)te[o,l] :

sont des Mouvements Browniens.
EX. 3 Soit (F;)¢>0 une filtration et (B;);>0 un F;- Mouvement Brownien. Montrer que

(a) (Bt)t>0’
() (B —t)

t=0’

)\2
@ (M2t _,
sont des F;-martingales.

EX. 4 (Principe de réflexion) Soit (F;);>¢ une filtration et (B;);>o un F;- Mouvement Brownien.

On définit B} := supy,<; Bs.

(a) Montrer que (Bj):>0 est adapté a la filtration (F;)¢>o.

(b) Montrer que si 7 un temps d’arrét fini, alors (B;+, — B;)i>0 est un F;- Mouvement
Brownien.

(c) En déduire quesi0 < b < aalors P(B} > a,B; <b) = P(B; > 2a — b).

(d) En déduire que pour tout ¢ > 0, | B;| et B ont la méme loi.

EX. 5 Soit (B;):>0 un Mouvement Brownien tel que ¢t — B;(w) est continue Vw € 2. Montrer
que pour tout t > 0, X; := Sé B.ds est une variable aléatoire Gaussienne et en calculer
I'espérance et la variance. Le processus(X;):>o est-il une Martingale par rapport a F; =
o(Bs: s<t)?

EX. 6 Soit (X,)neny une suite IID de variables exponentielles de parametre A > 0. Soit S, :=
X1 + -+ + X,,. Pour chaque t € [0, c0) on définit

0

Nt = Z 1{Sn<t}'

n=1
Montrer que
(a) le processus (NV;);>0 a incréments indépendants.
(b) pour tout ¢ > 0 fixés, N; suit une loi de Poisson.

(c) Ny — At est une martingale.



