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TD 2 : MOUVEMENT BROWNIEN

EX. 1 Montrer que B “ pBtqtě0 est un Mouvement Brownien si et seulement si B est un pro-
cessus Gaussien à trajectoires p.s. continues, espérance nulle et CovpBt, Bsq “ mints, tu,
@ s, t ě 0.

EX. 2 Soit pBtqtě0 un Mouvement Brownien. Montrer que
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sont des Mouvements Browniens.

EX. 3 Soit pFtqtě0 une filtration et pBtqtě0 un Ft- Mouvement Brownien. Montrer que
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sont des Ft-martingales.

EX. 4 (Principe de réflexion) Soit pFtqtě0 une filtration et pBtqtě0 un Ft- Mouvement Brownien.
On définit B˚t :“ sup0ďsďtBs.

(a) Montrer que pB˚t qtě0 est adapté à la filtration pFtqtě0.
(b) Montrer que si τ un temps d’arrêt fini, alors pBt`τ ´ Bτ qtě0 est un Ft- Mouvement

Brownien.

(c) En déduire que si 0 ď b ď a alors P
`

B˚t ě a,Bt ă b
˘

“ P
`

Bt ě 2a´ b
˘

.

(d) En déduire que pour tout t ě 0, |Bt| et B˚t ont la même loi.

EX. 5 Soit pBtqtě0 un Mouvement Brownien tel que t ÞÑ Btpωq est continue @ω P Ω. Montrer
que pour tout t ą 0, Xt :“

şt
0Bsds est une variable aléatoire Gaussienne et en calculer

l’espérance et la variance. Le processuspXtqtě0 est-il une Martingale par rapport à Ft “
σpBs : s ď tq ?

EX. 6 Soit pXnqnPN une suite IID de variables exponentielles de paramètre λ ą 0. Soit Sn :“
X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn. Pour chaque t P r0,8q on définit

Nt :“
8
ÿ

n“1

1tSnďtu.

Montrer que

(a) le processus pNtqtě0 a incréments indépendants.

(b) pour tout t ą 0 fixés, Nt suit une loi de Poisson.

(c) Nt ´ λt est une martingale.
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