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TD 3 : L’INTEGRALE STOCHASTIQUE ET LA FORMULE D’ITO

EX. 1 Soit (B;)i=p un Mouvement Brownien définit sur 'espace de probabilité (w,F,P). On
considere les processus X = (X;)i>0,Y = (Y;)i=0 oU Xy := cos(By) et Y; := sin(By).
— Montrer que X, Y satisfont

dX, = -Y,dB, — 1 X,dt
dY; = X,dB, — Y;dt
Xo=1, Yy=0.

— En déduire que le processus M; = X; + % Sé Xds est une martingale.
— Calculer E(X;) et E(Y2).
— On pose Z; := !Bt = X, +iY;. En déduire que le processus Z satisfait
1
dZ; = iZ;dB; — §tht.
EX. 2 (Intégrale de Wiener) Soit (B;):>o un Mouvement Brownien définit sur I'espace de proba-
bilité (w, F,P).

(a) Soit f : [0,00] — R une fonction en escalier, c’est-a-dire f(x) = Zf;l cilp,_ (), ot
to=0<t1 <---<tg,ceR, i=1,...,k On définit

© k
I(f) = f f(w)dBy = Z ¢i(By, — B, ).
0 i=1
Montrer que (i) I(f) ~ N(0,§; |f(z)>dz) et que I(f +h) = I(f) + I(h) pour tout f, h

fonctions en escalier, (ii) ||7(f)|z2(q) = [If] 2> pour tout f fonctions en escalier.

(b) En déduire que pour tout g € L?([0, o)) I'intégrale stochastique

o) - | " y(u)dB,

est bien défini et I(g) ~ N(0,§; |g(z)|*dz) et que I(f + h) = I(f) + I(h) pour tout
f,h e L]0, 0)).

EX. 3 (Processus de Ornstein-Uhlenbeck) Soit (B;);>0 un Mouvement Brownien. On définit
t
Vii=e <vo + O'j eb“dBt),
0

oub,oceR, etvygeR.
— Montrer que V' = (V;);>0 est un Processus d’Ito.
— Monter que V est solution de I'équation différentielle suivante (EDS)

dV; = 0 dB, — b V,dt,
‘/0 = 0.

— Calculer la limite (en loi) tlim V.
—00
EX. 4 Soit p = (¢¢)iefo,r] € M, [0,T7]. On pose

t 1 t
Zy = exp (J pudBs — 2f gpidu).
0 0

1



— Montrer que
dZ; = Zypid By
et en déduire que Z := (Z;)>( est une martingale locale.
— Montrer que si M est une martingale locale telle que M; > 0 p.s., alors M est une
sur-martingale. En déduire que Z est une sur-martingale.
— Montrer que si E(Zr) = 1, alors le processus Z est une martingale.



