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TD 3 : L’INTÉGRALE STOCHASTIQUE ET LA FORMULE D’ITÔ

EX. 1 Soit pBtqtě0 un Mouvement Brownien définit sur l’espace de probabilité pω,F ,Pq. On
considère les processus X “ pXtqtě0, Y “ pYtqtě0 où Xt :“ cospBtq et Yt :“ sinpBtq.
— Montrer que X,Y satisfont
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dXt “ ´YtdBt ´
1
2Xtdt

dYt “ XtdBt ´
1
2Ytdt

X0 “ 1, Y0 “ 0.

— En déduire que le processus Mt “ Xt `
1
2

şt
0Xsds est une martingale.

— Calculer EpXtq et EpYtq.
— On pose Zt :“ eiBt “ Xt ` iYt. En déduire que le processus Z satisfait

dZt “ iZtdBt ´
1

2
Ztdt.

EX. 2 (Intégrale de Wiener) Soit pBtqtě0 un Mouvement Brownien définit sur l’espace de proba-
bilité pω,F ,Pq.

(a) Soit f : r0,8s Ñ R une fonction en escalier, c’est-à-dire fpxq “
řk

i“1 ci1rti´1,tiqpxq, où
t0 “ 0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tk, ci P R, i “ 1, . . . , k. On définit

Ipfq “

ż 8

0
fpuqdBu :“

k
ÿ

i“1

cipBti ´Bti´1q.

Montrer que (i) Ipfq „ N
`

0,
ş8

0 |fpxq|
2dx

˘

et que Ipf `hq “ Ipfq` Iphq pour tout f, h
fonctions en escalier, (ii) }Ipfq}L2pΩq “ }f}L2 pour tout f fonctions en escalier.

(b) En déduire que pour tout g P L2pr0,8qq l’intégrale stochastique

Ipgq “

ż 8

0
gpuqdBu

est bien défini et Ipgq „ N
`

0,
ş8

0 |gpxq|
2dx

˘

et que Ipf ` hq “ Ipfq ` Iphq pour tout
f, h P L2pr0,8qq.

EX. 3 (Processus de Ornstein-Uhlenbeck) Soit pBtqtě0 un Mouvement Brownien. On définit

Vt :“ e´bt
´

v0 ` σ

ż t

0
ebudBt

¯

,

où b, σ P R` et v0 P R.
— Montrer que V “ pVtqtě0 est un Processus d’Itô.
— Monter que V est solution de l’équation différentielle suivante (EDS)

#

dVt “ σ dBt ´ b Vtdt,
V0 “ v0.

— Calculer la limite (en loi) lim
tÑ8

Vt.

EX. 4 Soit ϕ “ pϕtqtPr0,T s PM
2
locr0, T s. On pose

Zt :“ exp
´

ż t

0
ϕudBs ´

1

2

ż t

0
ϕ2
udu

¯

.

1



2

— Montrer que
dZt “ ZtϕtdBt

et en déduire que Z :“ pZtqtě0 est une martingale locale.
— Montrer que si M est une martingale locale telle que Mt ě 0 p.s., alors M est une

sur-martingale. En déduire que Z est une sur-martingale.
— Montrer que si EpZT q “ 1, alors le processus Z est une martingale.


